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〔第2回 研究助成成果報告〕
命題概念および様相概念の意義再考*
一 近年の様相同伴についての論理的研究をふまえて
山 崎 紗紀子**
1は じめ に
「命題(propositiorL,Satz)」とい う用語 は,哲 学 史の中だけで よ く用い
られる特殊 な術語 の ように思える.ま た,そ れ とは別に,現 代の数理論理
学 な どで用い られる,や は り特殊 で技術 的 ・形式的な性格の強い ものの よ
うに思 える.し か し,実 際 には,「命題 」 とい う語 が表 しているのは,私
たちの ご く日常的な営みの対象 となるものであ り,そ の意味で,私 た ちの
誰 にで も関わ りの ある ものだ と言 うことがで きる.な ぜ な ら,命 題 とは,
まず第 一 に,最 も基 本的 には,私 たちが行 う論 証 ・証 明(proof)の対象
であ り,第 二 に,も う少 し広 い意味合 いで言 えば,「知 る」,「信 じる⊥ 「疑
う」,「宣言 する」といった語が表す私 たちの心 的態度 や言語行為 の対象(い
わ ゆる,命 題内容)で もあるため である.つ ま り,例 えば,私 たちは,あ
る事柄 を疑問 に思い,正 しいか どうか証明 しよ うとし,そ れが反駁 で きる
か どうか検討す るが,こ の とき,そ の事柄 とはま さに一 つの命題 と考 える
こ とが で きる とい うこ とである.
以上 の ような性格 を持つ命題 について,近 年 の論理学 では重要 な解 明が
進 め られている.そ の結果 は,命 題概念が持 つ哲学 的な意義や射程 につい
て も,私 たちに新 たな見解 や知識 を与 えて くれている ように思われる。そ
の中で も特 に明 らかに されつつあるのは,一 見する と,単 層的で単純 な構
造 を成 す ように思われる命題 とい うものが,実 際 には,相 互 に区別 され る
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べ き,多様で複雑な階層構造を形成しているということ,そ して,そ うし
た階層の各々ごとに,互 いに異なった論理体系が対応 していると考える必
要があるということである.以 上のことを踏まえ,本 論文の目的は,技 術
的な予備知識を前提 とすることな く,可能な限 りわか りやす く,命題概念
が持つ多様性や階層性について説明することである.そ こでまず,論 証 ・
証明 ということの仕組みや構造 についてもう少 し詳 しく説明していきた
い.
論証 ・証明 とは,簡 単には,ま ず,そ れ 自体すで に確立済みの もの と し
て認 め られて いる命題(公 理(axiom)や定 理(theorem))たちか ら出
発 し,次 に,必 要で あれば,様 々 な語句 の用法 に関す る取 り決 め(定 義
(definition))を併用 しなが ら,さ らに,妥 当な命題 か ら,妥 当な命題 を
引 き出す ことを可能 に して くれ る原理(推 論規則(inferencerule),論理
法則(logicalIaw))たちを用 いて,そ して最後 に,あ る命題 の正 しさを
疑い ようの ない仕方で確立す ることであ る.こ う した,公 理 ・定理,定 義
推論規則 ・論 理法則 とは何 か,ど の よ うな もの をそ うした,公 理 ・定理,
定義 推論規則 ・論理法則 と して認めて良いか,そ れが なぜか とい った問
題 は,伝 統 的に も,様 々に研究 されて きたが,現 代(フ レーゲ以降)で は,
と りわけ次の ような特徴 的な方法が用 い られる1.そ の方法 とは,一 つ の
1こ こで伝統的 な哲学 におけ る命題 の用 法 を確 認 してお きたい.本 論文で は,命 題概 念につ
いての哲学的考 察を十分 に行 うことはで きないが,以 下 に述 べる ことは基本 的に正 しい と
考えて良い と思われる.
哲学史 にお ける命題概念の登場 はソクラテスの 頃にまで遡る と言 えるだろ う,ソ クラテ
スは,「魂 のあ り方」 とい うこ とを常 に問題 に し,人 々にそれ を気遣 うよう説得 した.ソ ク
ラテス は,そ う した説得のため に,ア テナ イの人 々に 「対 話」 を求め たが,対 話 を行 うた
めには,[22]での表現 を用いれば その前提 として,対 話 に参与す る人 々が 「吟味 され る
命題 を信 じそれに関与 している こと」(中畑2011,p.208)が要求 される.こ の ことか ら,
対話 を しよう とする とき,ソ クラテスは 「命題」概念 が存在す るこ と,ま た,そ れが 「信
念の内容」 を担 うものであ ると考 えていた と言 える.プ ラ トンに関 して言 えば,以 上の よ
うな ソクラテスの考え を受 け継 いでいる ことは明 らかであるが,彼 のイデア論で展開 され
る イデ ア概念 の一例に,命 題 という もの(特 に,数 学 の命題の ようなもの)が 相当す るの
では ないか と考える ことは,そ うおか しなことで はない ように思 われる.そ して,ア リス
トテ レスに関 しては,よ く知 られてい る通 りであ る.
また,ア リス トテ レスか ら少 し時代は進むが,ラ イプニ ッツは,命題 を真偽の基体 と考え,
すで に思惟 された範囲 だけでな く,そ れ らを超 えて,思 惟 され うる事柄 のすべて,と 命題
を特徴付けて いる(こ の点については[17]を参照の こと).その後,ヴ ォル フ,ヘ ーゲル
らによって様 々な考察が行 われ,そ の中で も,論 理 的意 味合い を強 く持 った命題の捉 え方
はフレーゲ らに引 き継が れ,現 代 的な命題概念 の把握 に繋が って い くこ とは よ く知 られて
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言語(論 理的言語 ・形式言語)を 設定す ることであ る.一 つ の論理的言語
を定 め るとは,(1)ま ず第一 に,ど の ような性質 を持 った,ど の ような
範囲 の諸命題 を取 り扱 い対象 とす るのか を定め る ことであ り,(2)そ れ
に基づいて,こ れ らの命題の問で,ど の ような推論 を行 うこ とが許 される
のか を可能 な限 り正確 に特 定す る こ とであ る.こ の(1),(2)につい て
もう少 し詳 し く見てみ よう.ま ず は(1)に ついてであ るが,ど の ような
範囲の命題が取 り扱 い対 象 とな るか は,ふ つ う以下 の三種類 の演 算子2に
依存 して定 まる.も う少 し詳 しく言 えば,そ れ ら三種類 のすべ てを用 いる
か,一 部 だけを用い るのか,ま た,一 つ の種類 の中で もすべ てを採用す る
のか,あ るいはその内のい くつ かは用 いないこ とにす るのか,等 々に よっ
て変 わって くるということである.三 種類 の演算子 とは,次の ものであ る.
(i)文結合子 。 これは与 え られた(一 つ または二つの)命 題 に適用 されて,
一つ の命題 を与 える演算子 であ り,そ の表記 は,よ く使 われる記 法に従え
ば,「〈」(連言演算子,「かつ」),「v」(選言演算子,「 または」),「→」(含
意演算子,「な らば」),「「」(否定演算 子,「で ない」)であ る3.(ii)量化子.
(「xは人間で ある」,「yは学生 である」 とい った)変 項 を含 む文 に よって
表現 される命題 より精確 には,対 象か ら命題へ の関数 に適用 され
るこ とで,一 つの命題 を形成す る演算子4.(iii)様相演算子.代 表的 なも
のは 「口」(ボックス演算子),「◇」(ダイヤ演算子)で あ り,形 式的 に言
えば,こ れ らは文結合子の一種 と見な して良いが,推 論上での役割 こ
の後に述べる論理的公理,および推論規則 に よって規 定 される もの一 は,
(i)の文 結合子 とは異 な り,例 えば,「口A」 の場合 で言 えば 「Aは必然
である/Aは 知 られてい る/Aを 行 うことは義務 である」 な どの ように,
い る通 りであ る(本 論文 では詳述す るこ とがで きなか ったライプニ ッツ以 降の命題 概念 に
つ いての考察は[15,16,17,18]に詳 しい).
ラ イプニ ッツやヘーゲル以後 の哲学 史の中で,命 題概念 が どの ようなもの と考 えられ て
きたのか につい て考察す ることは非常 に重要であ るが,本 論文で はそ の詳細 には立 ち入 ら
ず,他 の機 会に より詳 しく論 じたい,
2以 下 では,「演算子」 と 「結合子 」 という用語 が似 た用法で用い られ るが,基 本的 には同 じ
意味で用い られている と考えて差 し支えない。
3各 論理記号 の表記 には幾つか のバ リエー ションが ある.本 論文で も必要 に応 じて,使 い分
けるこ ととする.
4よ り具 体的には,「∀x.…x…⊥「ヨy.…y・"」などで あ り,それぞれ 「あ らゆ るxに つ いて…」,
「あるyに ついて…」 といった事柄を表す.
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命題Aに 対 して一定の様相 的性格 を付 与する ことである.
次 に,(2)に つい てであ るが,こ れは具体 的 には,(1)で みた文結 合
子 の推論上 での役 割(基 本的な性 質)を 定める論理的公理 と,ど の ような
命題 を前提 として,ど の ような結 論 を導 き出 して良いか をは っき りと定め
る推論規則 とを定義す る とい うこ とであ る.こ の点 につい ては3章 でみ
るが,例 えば,(iii)の場合 で考 えれ ば,口 の性 質 を規 定す る様 々な公理
が存在 してお り,そ れ らの うちか らどれ を選 び,ど う組 み合 わせ るか に
よって,実 際に口の性 質が変わって くる とい うことであ る.ま た,推 論規
則 は,一 つ一つの演 算子について定め られる ものであるため,言 語内 に導
入 され る演算子 が増 えれば,そ れ に応 じてその数 も増 えてい く.つ ま り,
(i)の範 囲の命題 を扱 う場 合は,命 題間の関係 につ いて説 明する最 も基本
的 な規則 だけがあ れば良 い。典型 的 には,モ ー ダス ・ポ ネ ンス(Modus
Ponens)を考 えれば良 い.し たが って,(ii)の場合 には,量 化子 を含 む
命題 に適用 で きる規則 が,(iii)の場合 には,様 相命題 に適用 で きる規則
が必要になる とい うことである。
さて,こ こまで見た ような仕方で定めた言語 を用いて,論 証 ・証明 を構i
成 してい くのが現代 論理学の方法である.そ のため,論 理的公理の定め方
に よって演 算子が持 つ性格 が決 ま り,そ の性格 の違いが,そ の演算子 を用
いて扱 うことがで きる命題の範囲 を決め,結 果 として,論 理体系の間 に強
弱関係が生 まれる こととなるのであ る5.本 論 文では,考 察対 象 を命題論
理に限るため,(ii)は考慮 に入れず,(i)と(iii)のみ を考察す る6.ま た,
(i)だけか らで きている論 理の ことを純粋 な命題 だけを扱 う論 理 とい うこ
とで,本 論 文では,純 粋論理(purelogic)7と呼ぶ.純 粋論理 に(iii)を
加 えた ものが,よ く知 られている様相論理(modallogic)である.こ こで,
本論 文の構 成について簡単に説明 をしてお きたい.上記 のこ とを踏 まえて,
2章で は純粋論理 の幾 つかの論理体系 につい て簡単 に説 明 し,そ の後,古
5本 論文 では詳 し く扱 わないが,自 然数論 や集合論 な どを論理的言語 として扱お うとする場
合 には,(1)で見 たよ うな結合子や量化子 な どに,そ の ような各理論 を扱 うことがで きる
ような固有 の語彙 を加 え,そ れ らを公理 的に定義す る必要が ある.
6(ii)は命題論理 よ りもよ り一般性 の高い述語論理 の考察対象 となる.
7「 純粋論理」 とい う呼 び方 は,完 全 に本論文 にお いてのみ の用 法であ り,決 して一般的な呼
び方 ではないことに注意 してお く必要が ある.
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典論理と直観主義論理に焦点を絞 り,それらの体系が扱う命題がどのよう
なものであるのかについて考察する.3章では,古典論理や直観主義論理
に代表されるような純粋論理の各体系が扱う命題が持つ性質の違いを説明
する際 様相論理が重要な役割を果たすという近年の研究を踏まえて,ま
ずはじめに,様相論理の簡単な説明をしてか ら,純粋論理と様相論理 との
間の関係について説明をする.そ して最後にまとめと今後の課題を提示す
る.
2現 代論理学における命題
1章で述べ た ように,現 代論理学 では,言 語 の体 系 と しての論理 とい う
捉 え方が 中心 的な もの となった.こ うした言語体系 としての論理 とい う見
方 は,そ もそ もどの ような言語 を設定 するのが論理 として適切 であるのか
とい う問いを生 じさせ,ま た さらに,新 しい様 々な論 理体 系 を考える余地
を も与 えている と考 えて よい,現 実の歴史の展開は実際には もう少 し複雑
ではあ るが,い ず れ にせ よ,現 代論 理学 は ま さに この ような方 向 での論
理 的言語(論 理体 系)の 一般化 ・多様化 を推 し進 めて きたので ある.そ
うした様 々に異 な る論理体系 の中で もよ く知 られ ているの は,「古 典論理
(classicallogic)8」の体系 と 「直観 主義論 理(intuitionisticlogic)9」の
体 系である.古 典論理 は直観主義論理 に公理「AまたはAで ない(AVrA)」
を付 け加え ることで得 られ る体系であ る.こ れ は,言 い換 えると,直 観主
義論理の定理 はすべて古典論理 の定理 で もある とい うことである10.一般
に,こ の ように二 つの論理体系(L、 とL2)を比較 した結 果,L、の定理 は
すべ てL2の 定理 で もあるが,そ の逆 は成 り立 たない とした と き,「L2は
L,より強い」,「L、はL2よ り弱い」 と言 う.し たが って,古 典論理 と直観
主義論理 の場合で考 える と,「古 典論理 は直観 主義論理 よ り強い」 とい う
ことになる.そ れで はこれ ら二つの体系以外 に一体 どのような論理体系 を
8以 下,古 典論理の ことを 「CL」と書 くこ ともある.
9以 下,直 観主義論理の ことを 「IL」と書 くこと もある.
10た だ し,そ の逆 は成 り立た ない.つ ま り,直 観主義論理 の定理で はないが,古 典論理の定
理である ような,今 あげた公理 「A>rA」の例 となる形 を した論理式があ るとい うことで
ある.
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考えることができるだろうか.そ してまた,それらの間にはどのような強
弱関係があるのだろうか。この点については,後で詳 しく見るが,命 題論
理の世界にはその強弱関係に基づいた様々な論理体系が存在する11.この
とき,命題論理の各体系間では,語彙と推論規則は同じであるが,各 体系
で採用されている公理が異なっている12.採用 されている公理が変われば,
当然 ある論理体系の中で導 くことができる定理の種類が変わって くる.
このことから,各論理体系がどの公理 を採用 しているのかを見ることで,
体系を区別し,整理することがで きるということがわかる.で は以下で,
純粋論理の各体系が どのような公理を採用 しているのかについて見てみよ
う.
2.1純粋論理の形式化 された推論の体系
一般に公理系 ・形式体系というものは,1章で も触れたように,語彙 を
定義し,論理式を定義し,論理的公理(以 下,公 理)と推論規則 を設定す
ることから始まる(実 際の論理体系 としては,公理と推論規則 とを分けず,
すべて推論規則の形で定式化するような体系 も存在するが,本 論文では,
わかり易 さのため,こ こまで述べてきたように,公 理と推論規則を分けて
設定する論理体系に即して問題を考察してい くこととする.こ うした 〈公
理と推論規則 を分けたタイプの体系〉はふつう 「ヒルベル ト系」と総称さ
れるため,以下でも 「ヒルベル ト系」 という用語 を用いることがある)13.
本章で扱う範囲の純粋論理の各体系を通 じて,語 彙と論理式はすべて共通
である.そ こでまず,こ の二つを先に確認 してお く.
11簡 単には,最 も強 い体 系が古典論理 と考 えて良い.古 典論理 と直観主義論理 との問には多
数の体系が存在 し(こ の ように,古 典論理 と直観主義論理 の間に存在す る論 理はま とめて,
中間論理(intermediatelogics)と呼 ばれる),更に,直 観 主義論 理 より弱い論理体系 とし
てBPLやFな どが存在する(BPLとFに つい ては後で見 る).
12た だ し,そ の公 理の中に も,様 々な論 理の中で共通 な もの と,各 論理体系 に固有であ るも
のがある.
13ヒ ルベル ト系以外の体系 と して は,〈公理 と推論規則 を分けない タイプの体系〉 に分類 され
る,ゲ ンツェ ンによって与 えられた 自然演繹 ・シー クエ ン ト計算の形式体系 などがあ る.
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定義2.1(語 彙)
命題変 数p,q,r,…
論理記号 ⊥(矛 盾),〈(かつ),v(また は〉,→(な らば),「(否定)
補助記号(,)
語彙を定めたら,次は論理式を定義する.
定義2.2(論 理式)
1.命題変 数 と⊥は論 理式.
2.A,Bが 論理式な ら,(A〈B),(A>B),(A→B),(rA)も論理式.
3.以上 のみが論理 式.
ただ し,「rA」は 「A→⊥」の省略形 とみなす.こ の とき,論 理記号の
結合 の強 さは,「「」が最 も強 く,次に 「〈」と 「v⊥最 も弱いのが 「→」とし,
これに従 って カッコは適宜省略す る.ま た,仮定 か ら帰結が導 かれる とき,
その ことを表す ために 「ト」 を用 いるこ ととす る.例 えば,あ る論理体系
Sに おいて,仮定r(論 理 式の集合)か ら論理式Aが 導かれ てい る場合,「P
トsA」と書 く.た だ し,rは 空で もよ く,そ の場合 「トsA」と書 く.で は
次 に,公 理 と推 論規則 について見てい こう.
先 ほ ども述べ た ように,本 論文で取 り上 げる純粋論理 の体系すべ てを通
じて,推 論規則 は同 じであ り,基 本的 にはただ一つ である.そ れはよ く知
られたModusPonens(以下,MP)で ある.
←A→BトA
トB
MPは,分 離規則(RuleofDetachment)とも呼 ばれ,A→BとAが す
で に証明 されてい ると き,Bも また証明 されている(Bを 結論 して良い),
とい うことを述べてい る14.
次 に公理 について見 てみ よう.話 を分か りやす くす るため,ま ず,直 観
14ま た,「な らば」の持つ基本的 な性質 について述べた もので もある.
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主義論 理の場合 について考 える.こ の論理 の公理 は以下 の通 りであ るが,
ただ し,各 公理 は正確 には一個 の式 ではな く,無 数 の可 能な代入事例 を代
理す る一般的表現 であ る.こ のため公理 図式(axiomschema)とも呼ば
れる15.この とき,各 公理図式 に,任 意の論理式 を代入 した結 果は,そ れ
自身,一 個 の定理 である と見 な して よい16.
定義2.3(直観主義論理の公理AxJ)
Axl
Ax2
Ax3
Ax4
Ax5
Ax6
Ax7
Ax8
Ax9
Ax10
A→(B→A)
(A→(B→C))→((A→B)→(A→C))
A→(AVB)
B→(AVB)
(A→C)→((B→C)→((AVB)→C))
(A〈B)→A
(A〈B)→B
(C→A)→((C→B)→(C→(A〈B)))
(A→B)→((A→rB)→rA)
A→(rA→B)
さて,以 上の公理図式は,幾 つかの グルー プに分かれて各結合子 を特徴付
け る.Ax1とAx2は 「→」,Ax3からAx5は 「v」,Ax6からAx8は 「〈⊥
Ax9は 「「」の働 きを,ま た,Ax10は矛盾 か ら任 意の論理 式が導 け るこ
と17をそ れぞ れ表 している.ま た,「な らば」の性 質 について述べたAx2は,
さらに次の ような三つの公理 に分解す ることがで きるが,こ のように分解
す ることで,よ り詳細 に 「ならば」の性質 を検討す ることが で きるように
15例 えば,以 下 で見るAx1は(p〈q)→(r→(p〈q))やp→(rr→p)などの形 を した論 理式 を
代 表 している とい うこ とである.ま た,こ れ以降 も公理は公理図式 とみな し議論す る。
16こ の ように,公 理 の代 入事例 を定理 と考 えるこ とをMPと は別 に推論規則 とする こともあ
るが,こ こではこの点については措 く.
17Ax10は(A〈(A→⊥))→Bと 同値であ り,⊥→Bと 考えて よい.
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な る18
Ax2.1
Ax2.2
Ax2.3
(B→C)→((A→B)→(A→C))
(A→(B→C))→(B→(A→C))
(A→(A→B))→(A→B)
この とき,直 観 主義論理 の ヒルベル ト系HJは 且J=MP+AxJとして与 え
るこ とが で きる19,
先 ほ ども述べ た よ うに,古 典論 理の ヒルベ ル ト系HKはHJに 排 中律
にあ た る 「AxllAVrA」を加 え れば手 にす る こ とが で きる.つ ま り,
HK=HJ+Ax11とな る.そ の ため,直 観 主義論理 と古典論理 の違いは排 中
律 を認めるか認めないかの違いである と簡単に説明 され ることもあ る.で
は,直 観 主義論理 より弱い論理の公理系は どの ように設定すれば よいだ ろ
うか.実 は,上 記の ようにAx2を 分解 し,分 解 した ものの中か ら適当 な
一部だけ を公理 として認め直す ことで,直 観主義論理 よ りも弱い論理の ヒ
ルベル ト系 を手 にす ることがで きるのであ る。例 えば,直 観主義論理 よ り
も弱いBasicPropositionalLogic(BPL)とい う論理 につい て考 える とき
には,以 下 で与 えるように,Ax2を分解 したの ちの,Ax2.1だけを残 し(以
下 で与 える2),Ax2.2とAx2.3は落 とす.そ して,〉 と くの 公理 を付 け
加 える(以下 で与 える3-8).さらにこの とき,Ax2を分解 して弱 めて しまっ
た ことによって公理 と して付 け加 える必要が生 じた と概 ね考 えて良い もの
(以下で与 える10-12)を加 える.以 上の こ とを踏 まえる と,BPLの 公理
は以下 のように与 え られる20.
18こ の分解 はコ ンビネー タ論理 やラム ダ計算の分野 との関連で考察 される ことが多 い.こ こ
での分解は[20コに よる。
19直 観主義論理 の ヒルベ ル ト系 の公理の と り方 に も様 々な ものが あるが,こ こでの公理 の と
り方 は[19]による.
20BPLは,[13]にお い て与 え られ た論 理 で あ るが,そ の と きの 形式 体系 は 自然演 繹 で
あ っ た.こ こで の ヒルベ ル ト流 の形 式体 系 は[10]によ る.た だ し,[10]では2に あ
た る もの は2と 同 値 な((A→B)〈(B→C))→(A→C)で,同様 に,5に あ た る もの は
((A→C)〈(B→C))→((AvB)→C)で,8にあた るもの は((C→A)〈(C→B))→(C→(A〈B))
で それぞれ与 えられている。
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定義2.4(BPLの 公理AxB)
??↓?↓?↓
?
?
?
?
??↓????↓?↓??
???↓?↓?↓??
?
?
?
?
?
?
?
?
↓
↓
↓
↓
↓
?
?
↓
↓
?
↓
↓
?
?
?
?
?
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?
?
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?
?
?
?
?
?
?
?
?
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?
?
?
?
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?
?????↓?
????
ここで注 目したい のは,「な らば」 を特徴付 ける公理 と して採用 され てい
る ものが,直 観主義論理 とBPLと で どう違 ってい るのか とい うことにつ
い てで ある.BPLで はAx2を分解 した三つの公理の うち,Ax2.1だけが「な
らば」の性 質 を定 め る公 理 と して2で 残 ってい る.こ の こ とか ら,BPL
で は,直観 主義論理 よ り 「な らば」の性 質が弱 くなってい ることがわか る.
この とき,BPLの 「な らば」 を特徴づ けるの は1,2,11と考 え られる.ま
た,そ の詳細 につい て,こ こで詳 し く述べ る ことは しないが,BPLよ り
も弱 いFと い う論理体系 もあ る[3]21.Fの公理 はAxBか ら,1と12を
落 とせ ば手 にで きる.し たがって,Fの 「な らば」 を特徴付 けるのは2,11
21Fの ヒルベ ル ト系 を与 える ときには,新しい規則 としてMPの 他 に以下 のよ うな推論規則 「A
Fortiori(AF)」
トA
トB→A
も加 え る必 要があ る.ま た,MPに 当た るもの もここで与 えた もの とは形が少 し異 なる.
しか し,[10]の中で,こ こで与えたBPLの ヒルベ ル ト系がFの ヒルベ ル ト系 を拡 張 した
体系 であ ることについての議論 がな されてい るので,こ こで は,Fの 公理が どの ような も
のであるかについてのみ特 定で きれば十分 である.
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のみ と考えて良 く,「ならば」の性質はBPLの 「ならば」よ り弱 くなっ
ていると言える.
このように,直 観主義論理 よりも弱い論理とい うのは,「ならば」の性
質が直観主義論理の 「ならば」より弱 く,直観主義論理が扱う推論のうち,
「ならば」の性質を弱めて特殊化 した範囲だけを取 り出しているような論
理と考えることができる22.以上のことから,純粋論理の論理体系 という
のは,基礎 となる最 も弱い論理があって,そ こに必要な公理を次々と足 し
ていくことで段々に強 くしていく(証明で きる定理の範囲を広げてい く)
ことができるような,あ る種の階層構造をなしていると考えられる23.こ
こで見た論理について言えば,Fか ら始まり,次 にBPL,直観主義論理
そして最後が古典論理といった具合に段々とその証明力が強 くなってい く
ということである.で は,こ の論理間の階層構造,あ るいは,強 弱関係を
踏まえたとき,それぞれの論理体系に属する命題は,他の体系に属する命
題 とは異なるどのような特徴的性格を持つと言えるだろうか.こ の問いに
関する完壁な答えを即座に与えることは難 しい.し か し,一般に,各 々の
論理体系に属する命題が特徴的に持つ性格 とは,当 の論理体系の基本に据
えられている論理的アイデアや理念 といったもの つまり,その論理体
系がまさにそのことを探究するために設計 されたと言えるような,こ の体
系の根本 目的一 によって規定 されており,いわばその反映に他ならない
と考えてよいはずである.し たがって,各体系の理念や目的を明らかにす
ることで各体系が扱 う命題の特徴 を捉えることができるのではないかと考
えられる.このように考えるのならば,特に古典論理と直観主義論理のケー
スについては,次 のように,非常に見通しの良い対比を認めることができ
る.
22こ こでは詳 しく述べる ことは しないが,中間論理 のひ とつである,公理 図式rAVrrAによっ
て特徴付 け られるJankovlogic(cf.[2]),公理 図式(A→B)v(B→A)によ って特 徴付 け
られ るG6del-Dummettlogic(cf.[2])も,直観主義論理 と 「な らば」 の強 さが異な る論
理の一つ と考え られる.こ の点 については,後 で見 る.
23最 も弱 い論理 か ら始めて,順 番 に純粋論理の体系 を手にす ることが で きる とい うことにつ
いての議論 は[14]の中で,ラ ベル付 きシー クエ ン ト計算(labelledsequentcalculus)を
用いて行 なわれてい る.
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2.2古典論理の命題 と直観主義論理の命題
古典論理 と直観主義論理 の命題 の普遍性 は非常 に高 く,あ る命題 が一度
成 り立つ,あ るいは,仮 定 して良い,と い うこ とが わかった ら,そ の命題
を何度 も使 って推論す るこ とが許 される.こ こでは詳 しく述べ ないが,線
形論理(linearlogic)などで扱 われている命題の ように,普 遍性が低 く,
証 明で一度使用 された ら,消 費 され消 えて しま うような命題 も考える こと
が で きる24.では,古 典論理 と直観主義論理の命題 の違 いは どこにあるの
だろうか.こ の点 について,以 下 で見 ていこ う.
2.2.1古典論理 と直観主義論理の論証概念
まず,大 まかに結論 か ら述べ てみるこ とにす る.直 観 主義論理の中心的
関心 は,論 証過程 その もの,つ ま り,一 定の仮 定が与 え られた とき,そ こ
か らいかに して何 らかの帰結 が論証 され うるか とい う 〈過程 自体 〉にある
と考 えるこ とがで きる.こ れに対 して,古 典論理 の場合,も ちろん ここで
も論証 は常 に重要 ではあるが,し か しその主 たる関心 は,論 証過程以上 に,
そ こで何が論証 され るか,つ ま り,〈論証 の結果〉 の側 にあ る.こ の点は
次の例 を考 えてみれば分 か りやすい.
「A→(BVC)」という式 図式 を考 える.実 は,直 観主義論理 におい ては,
一 般 に 「A→(B>C)」型 の式 が証 明 され て いる場 合 には必 ず,「A→B」
か 「A→C」 に当た る式の少 な くとも一方が,証 明可 能 となっている.す
な わ ち,「トILA→(B>C)」な らば,そ の と き 「トILA→B」か,ま た は
「トILA→C」だ,と い うこ とであ る25.一方,古 典論 理 の場合 には,こ
れは必ず しも成 り立 たない.例 えば,Aにp→qを,Bにrpを,Cにq
を代入 した もの を考 える と,「トCL(p→q)→(rpVq)」で はあ るが,隔CL
(p→q)→rp」で あ り,か つ 隔CL(p→q)→q」 であ る.つ ま り,「トCL
24線 形論理 はジラー ル[4]によって導入 された論理で,「かつ」 と 「または」の概念 が さらに
それぞれ二つ に分解 され る.線 形論理 につ いては,[21]に詳 しい.
25こ れ は,証 明論的手法 を用 いるこ とで,実 際 にメタ論 理的 に証明 で きる ことであ る.こ の
ことを,よ り正確 な形 で言 えば,直 観主義論理では 「論理式AVBが 証明可能な ら,AかB
の いず れかが証明可 能であ る」 が成 り立つ(選 言文特性(disjunctionproperty))とい う
ことになる.
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(P→q)→(rpvq)」であるが,「トc、(P→q)→rP」と 「トcL(P→q)→q」
の両方が不成立にな るとい うことであ る。 この違い は何 を意味 してい るの
だろ うか.
い ま見た例 は,次 の ように捉 え直す こ とがで きる.つ ま り,ま ず直観主
義論理 では,一 組 の仮定(A)に 関 して,そ こか らの帰 結の候補 となる よ
うな幾つか の選択肢(BとC)が 与 え られ てい る時 あ くまでその選択肢
の 中の特定 の一つが(直 観主義 的に許 された)推 論規則 に従 って,導 き出
されていな くてはな らない,と い うことである.こ れは,も う少 し一般化
して言 うと次の ようになる.す なわち,直 観 主義論 理では,論 証 とは何 よ
りも 「構1成的(constructive)な論証 」一 そ の一 つ一つの推論 ステ ップ
において,常 に,仮 定(前 提)か ら帰結(結 論)が 実効 的(effective)な
仕 方で産出 され ることとなってい るような論証一 で なければな らず,直
観主義論理の体系の基底 にあ る考 え(目 的)と は,ま さに,こ の ような構
成的 な論証 と認め ることので きるあ らゆる可能 な論証 を(し か もそ うした
論証のみ を)構 築可能 にさせ るよ うな論理体系 を作 るこ とである.
他方,古典論 理の場合 には,上の例 か らわかる通 り,一組の仮定 につい て,
そこか らの帰結 となる幾 つかの候補 がある時 そのいずれかが間違いな く
導 き出 されるこ とは要求 されていない.で は,こ うした古典論理の基本 に
ある考 えは どの ような ものだろ うか.よ く知 られてい る通 り,古 典論理で
は文結合 子についての真理関数的意味論 とい う特徴的 な考 えが採用 されて
お り,さ らにその前提 と して,い か な る命題(特 に,原 子命 題)も 真か
偽のいず れか一方 に定 まるとい う二値原理 の考 え方が採 用 され ている26.
26真 理関数的 な性格 を持つ もの と して結 合子の性質 をま とめた ものが真理 表である.こ こで
は,古 典論理の 「な らば」(A→B)の 真理表のみ与 える.
N 真 偽
真 真 偽
偽 真 真
この と き,AとBは 各 々真 にも偽 に もなる可能性 を持 ってお り,そ の組み合 わせ の仕 方に
よってA→Bの 真偽が計算 され る.こ の表 か らもわか るよ うに古典論理 の 「な らば」 は,
前件Aが 偽で も,A→Bは 全体 として真にな って しまう.こ れは古典論理 の 「な らば」が
直観主義論理 の 「な らば」 とは異な り,「ならば」式 の前件 と後件の繋が りに重 きを置いて
いない とい うこと,全 体 として真 になれば細 部は気 にしない と考えてい るとい うこ との表
れである と言 える.
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では,それはなぜだろうか。それは一言で言えば,古典論理の目的が,いわ
ゆる 「トー トロジー(恒真命題)」(式Aがトー トロジーであるとは,A中
に現れるどの原子命題pに ついても,pが真であろうと偽であろうとA自
身は真になる,ということである)の概念を明確化 し,さらにはその論証
を行うこと,つ まり,あらゆる可能なトー トロジーを(しかもそれらのみ
を)論証することができるような体系を構築することにあるか らである27.
では,古 典論理がそうした目的を追究することにはどのようなポイン トが
あるのだろうか.
のちにクリプキモデルとの関係で補足するが,一 般に直観主義論理やそ
れより弱い論理では,二値原理の考えは採用されてお らず(実 際,直 観主
義論理やそれ以下の体系では,原子命題は真で も偽でもない場合があって
もよい),これに伴って,文 結合子についての真理関数的な見方も取 られ
てはいない,そ の意味で,古 典論理の考えは,(常識的 ・一般的に信 じら
れていることとは異なって)か なり独特で,極 端なものであるとさえ見え
るようなものであると言える.しか し同時に,古典論理的な二値的 ・真理
関数的な捉 え方が,そ れ以外の弱い論理の結合子の捉え方 と不整合である
わけではなく,それは弱い論理の結合子の捉え方と整合的な範囲内での最
大限の強化となっている,ということを念頭に置いてお く必要がある.実
際 例えば,直 観主義論理のクリプキモデルを参照することによって理解
されるとお り,一般に一つの式に登場する原子式の真偽がすべて確定 して
いる場合には,その式全体の真偽は,た とえ直観主義的な方法に従って算
出 したとしても,古典的な真理関数を用いて算出した場合 と完全に一致す
る。つまり,古典論理は,二値原理および真理関数的解釈を採用すること
で,よ り弱い論理における文結合子の働 きと整合性を保ちなが ら行いうる
最大限の強化(定 理の増大)を 行った,文字通 りの極限的体系に他ならな
いのであ り,こ こに古典論理という体系の固有のポイントが認められると
いうことである.
27こ の点 を踏 まえれば,古 典論理において 「トCL(p→q)→(rpVq)」であ るの は問題 な く,望
ま しい ことである。とい うの も,この式の前件p→qが 真の場合に は,必ずrpが真 であるか,
qが真 であることとな り,(p→q)→(rpVq)はまさに トー トロジー となるか らで ある.
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こうして,直観主義論理 と古典論理 との違いは,最 も基本的には,そ れ
ぞれの体系が何を目的としているのかにあ り,特に,論 証という営みのど
のような側面に焦点 を据えるのかという点にあることが分かる.こ こで,
以下の点について考えてみよう.一般に,一 つの論理体系が具現する論証
的連関(「ト」によって表される関係)を もっとも直接 に反映する文結合
子は,「ならば」であると考えてよい28.これは言い換えれば,一 般に一
つの論理体系が何を目的とするか(論 証関係のどのような側面に焦点を当
てるか)は,ま さにその論理体系における 「ならば」の振る舞いのうちに
反映されていると考えてよい,と いうことである.2.1節で見たように,
直観主義論理 よりも弱いBPLやFと いった論理体系は,文結合子「ならば」
の性質を変える(弱 める)こ とによって得られるものであった.し たがっ
て,こ こまでの考察を次のようにまとめることができる.すなわち,古典
論理か ら直観主義論理を経てBPL,F等へ と下ってい く純粋論理の諸体
系の階層構造 は,直接には 「ならば」の論理的強さの違いを識別指標とす
ることで特徴づけることができる.しか し,実はその根底には,直観主義
論理と古典論理のケースについて見てきたように,それぞれの体系が論証
活動 というものの何を(どのような側面を)焦点化 しようとしているかの
相違 ・対比(強 弱関係)そ のものがある.したがって,こ の点をさらに究
明 してい くことで,そ れぞれの論理体系に属する命題が持つ特徴的な性格
を,よ り明らかにしてい くことが可能であると考えられる,とい うことで
ある.そ して,ここで見た純粋論理の各論理体系の階層構造の識別指標は,
次章で見るように,様相論理に話を移 してみれば,口 の論理的強さの違い
としてもよいということがわかる.そ こで,次章ではこの点についてさら
に詳 しく検討 してい くこととする.
28実 際 ふ つ う 「な らば」は,
あ ると説明 され る.
メタ概 念であ る 「ト」 を当該言語 のうち に内在化 した結果 で
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3純 粋論理 と様相論理
本章では,前章で指摘 した純粋論理の各論理体系の問の階層構造が,様
相論理の口演算子の論理的強さについて考察することで,整理 し説明する
ことが可能であることについてみてい く.そこでまず,様 相論理の簡単な
説明から始めていきたいと思う.
3.1様相論理
ここでいう様相論理 とは,後 で詳 しく述べるが,古 典命題論理 に対 し
て,口 と◇(◇ は 「□ 「と定義可能)を 加 えた体系,つ まり,古典論理
を拡張 した体系である.先 ほど見たように,古典論理に登場する文結合子
は真理関数として解釈されているため,様 相論理の体系の場合にもそこに
登場する演算子は,こ うした真理関数的な見方をベースとし,あ くまでそ
の拡張として理解されるべ きであると思われるか もしれないが,文 結合子
とは異なる様相演算子としての口や◇については,素朴な真理関数的な解
釈を与えることはで きない.し か し,のちに説明するクリプキモデルの手
法から明らかなように,口や◇についても真理関数的解釈の自然な拡張 と
言えるような,真理条件的解釈を行うことがで きる.と ころがそれと同時
に,様相論理というものを古典命題論理の単純な拡張であると捉えるのは,
様相論理が持つ表現力についての重大な見落としに繋がってしまう.それ
は,古典論理より弱い体系である,直観主義論理の体系や,BPL,F等に
おいて扱われている命題に対 して,一定の適切な翻訳手続き(の ちに見る,
S4翻訳)に 従って,様相論理に属する一定の命題 を対応 させ ると,こ の
様相論理の命題はその推論上での振る舞いに関して,翻訳される前の命題
が もとの体系で果たしていた役割 と等価であることが示せるか らである。
ではなぜこのようなことが起こるのだろうか.そ れは簡単には,も との弱
い体系における原子命題pを 様相論理の原子命題pへ と翻訳するのでは
なく,口p(あ るいは,p〈口p)へ と翻訳 しているからである.そ して
このとき,も う一つ重要なことは,も との体系での 「A→B」を 「口(Aロ
⊃B口)」へと翻訳 していることである(後 ほど説明するが,ここでの 「⊃」
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は 「→」(より正確には,古典論理の 「ならば」)と同じと考えて良い.ま た,
「(・)口」はS4翻訳を表す),以上のことから,直観主義論理以下の弱い論
理体系の原子命題は,様 相論理の口演算子付きの原子命題によってシミュ
レー トされるということ,このときのポイントが,□ の性質(特 に,□が
論証上でどのような役割を果たすのかという点)に あるということが予測
で きるとい うことがわかる.純粋論理の原子命題が様相論理の口pへ と
翻訳されるということについては,ま た後ほど詳 しく見る.
では,も う少 し,口が論証上でどのような役割を果たすのかという点に
ついて考察をしてみよう.実 は,現 在では,口 や◇の理解の仕方として
は,多様なものが提案 されている29.しか し,ここでは最 も弱い様相論理
の体系(以 下で見るK)か ら,最 も強い部類の体系(S4やS5)までを通
じてほぼ一貫 しており,また基本的であると考えられる,「～は確立済み」
という読み方で説明してみよう.そ こで,口 と◇を 「口p:pは(論 証や
その他の検証手段を通 じて)十 分に確立済みである/◇p:rpが確立さ
れているわけではない.pの余地がある」 と読むことにし,議論を進めて
い くことにする.この読み方を採用 したのには幾つかの理由がある.まず
第一に,今 も述べたように,弱 い体系か ら強い体系まで,お およそ一貫 し
てこの読み方を維持できるということ,第二に,こ こでは詳 しく述べない
が,口 や◇の読み方の一例である認識様相的な読みや,義務様相的な読み
も若干の条件を加えれば,こ こでの読み方から派生 させることが可能であ
ると予想されること,そ して第三に,3.2節で検討する様相同伴(modal
companion)(簡単には,強弱様 ・々な純粋論理の論理体系に対 して,その各 々
に対応する適切な様相論理が存在し,前者から後者への埋め込みが可能で
あるということ)の意義を理解するために,この読み方が最も最適である
ということ,である,で は以下で,第 一の理由で言及 した点についてもう
少し詳しく見ていこう.
29こ の とき,も っと も有名な もの は,ア リス トテ レスか らライプニ ッツへ と受 け継 がれて き
た真理様相 的な読み方,す な わち,「口p:pは 必然 的/◇p:pは 可能的」 であ る.し か
し他 にも,(厳密 には,3.1.1で説明す る公理 の うち,ど れ を採 用す るのかに応 じて様 々な
違いが生 じて くるが)例 えば,「口p:pと い うことが 知 られ ている/◇p:pで ない とは
知 られていない(pか もしれ ない)」とい うような認識様相的 な読みや,「口p:pを 行 う義
務があ る/◇p:pで あることは許 され る」 という,義 務様相 的な読 み も十分正 当な ものと
認め られてい る,
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3.1.1様相論理の公理
様相論理の公理系の説明に入る前に,様相論理の語彙と論理式について
確認 しておく.定義2.1に,論理記号として□ と◇を加えたものを様相論
理の語彙 とする.そ れに伴い,(口A)と(◇A)を定義2.2に加 えたもの
が様相論理の論理式 となる.様相論理は古典論理を拡張した体系であるの
で,様 相論理の 「ならば」は古典論理の 「ならば」と同一視 して良いが,
ここでは,議論の都合上,様相論理の 「ならば」の記号としては 「⊃」を
用いることとする.様相論理の論理体系は,古 典論理の論理体系に,口 に
ついての推論規則 と公理を加えることで手にすることができる.口 につい
ての推論規則は,ふ つう 「必然化規則」と呼ばれるもので,次 のように定
式化 される.
トA
トロA
一般に,□演算子 を体系内に導入する場合,も っとも基本的には,次 のよ
うな理論的意図があると考えてよい.す なわち,口 演算子は,当 該の論理
体系に対するメタ言語(この体系の諸性質について語るための高次の言語)
に属する記号としての 「ト」 定理性 というメタ概念を表す記号一 の
働 きを,体系 自身の中で(可 能な範囲で)シ ミュレー トする(つ まり,体
系に一定の仕方で内在化 させる)た めのものである,と いうことである.
この角度から考えるならば,上 記の必然化規則の趣旨は,Aが 証明されて
いるならば,口Aも また証明される(Aだ けでなく,口A自 身をも 「証
明された命題」として考えてよい)ということになる.というのも,それは,
口Aの(目 下意図されている)意 味合いが,「Aは証明されている」とい
うことに他ならないからである.
このことは,必 然化規則についてだけではない。口についての様々な公
理もまた,あ る程度 もっともと言える範囲で,上 のような趣旨に従って
理解することができる.では以下で,この点について見ていこう.ただし,
目下の説明では,「口」がシミュレー トしようとしているのは,基本的に「ト」
(ある体系内での証明可能性,定理性を表す記号)そのものであるとしたが,
実際には,口 によって意図されている概念を,単純に,個 々の体系に特殊
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化 された 「ト」の働 きのシミュレーションだけにあるかのように理解する
のは適切でないということに注意 しておかなければならない.というのも,
一般に論理体系が変われば,それに応 じてその体系に対応する定理性の概
念 も変わり,つ まり 「←」の意味 も変わると考えてよいが,し か し本来口
が意図 しているのは,そ うした相違を超えた,よ り一般的 ・根本的な意味
合いでの定理性を捉えることであるか らである.こ のような理由により本
論文では,ひとまず「口A」の読みとして,「命題Aは 十分に確立済みとなっ
ている(wellestablished)」という言い回しを用いているのである.そ れ
では,具体的な検討に入っていこう.
口の働 きを定める公理は,一 つではな く複数あるが,こ のことは様相論
理にとって重要な特徴の一つである.た だ し,その複数ある公理の中には
基本的なものとそうでないものが存在する.一番基本となるのは,K公理:
口(A⊃B)⊃(口A⊃ 口B)であ り,この公理 に加えて他のどの公理を採
用するかによって口の意味合いは変わって くる.K公理の直観的な意味は,
⊃上での口の分配であり,AがBを 含意すること(A⊃B)が 確立済み
で,その前件Aも 確立済みなら,その後件Bも 確立済みということである.
また,こ のK公 理は,口式に対するMPの 適用を許すものとも言われる.
K公 理の次に基本的でよく用い られるのはT公 理:□A⊃Aで ある.丁
公理の意味するところは,確 立済みの命題は成立する,といったことであ
ると理解 してよいと言える.
さらに以上に加えて,ふ つう 「4公理」と呼ばれるもの,口A⊃ 口口A
や,ま た 「5公理」 と呼ばれるもの,◇A⊃ 口◇Aな どが必要に応 じて
加 えられていく.4公理の趣旨は,Aが 確立済みであれば,そ のこと自体
が確立済みである,といったことであるが,の ちに説明するクリプキモデ
ルの考えを参照 して捉えた方がわか りやすいと思われる.ク リプキモデル
によれば,4公理が意味 しているのは,可 能世界 大まかに言って,私
たちが不断に進展させていく命題の確立の営みのプロセスにおける,個 々
の段階 フェーズといったものと考えてよい の間の到達可能性関係が,
いわゆる 「推移性」を持つことであ り,言い換えれば,各 可能世界(命 題
を確立する営みの中の各フェーズ)は,そ こか ら始まる到達可能性関係の
系列に登場するすべての可能世界(よ り後のフェーズ)に 直接到達 しうる
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ということ,つまり,各可能世界で確立された諸命題は,そ の世界を引き
継いで進展 していくプロセスすべてを通じて,一貫 して確立済みのものと
して保存される,と いうことである.
他方,5公理の趣旨は,一般に命題Aの 否定が確立されていない(つ ま
り◇Aで ある)な らば,こ の とき,そのこと自体は確立済みだとしてよ
い,と いうことであり,実はかな り強い性格のもの(あ る意味で,命 題の
確立の営みを無時間化 し,この営みからプロセスといった進展の性格を取
り去るもの)と 見ることができる.と いうのも,5公理によれば,も しも
事実 として◇Aで あるならば,たとえ◇A自 身は未だ明示的に確立(証明)
されていなくとも,すでに確立済みであると考えてよい,と されるからで
ある.後 に触れる通 り,5公理(ま でのすべての公理)を 受け入れた様相
論理の体系(い わゆるS5)は,ち ょうど古典論理に対応するもの(古 典
論理を埋め込むことができるような体系)で あることが知られてお り,本
論文ではこれ以上議論す ることは しないが,い ま見たような5公 理の性
格は,ま さに古典論理的な 「←」の基本性格(す べての トー トロジーを論
証可能 とさせること)を反映していると考えることができる.
さて,以上の各公理は互いに独立であるが,例 えば,T公 理と5公 理か
らは,4公理が帰結するといった具合に,一 つ(あ るいは複数)の 公理が
別の公理を含意するといった関係が成 り立つ.こ のとき,口の働 きはどの
公理を認めるかによって変化 してくるので,働 きの異なる口の種類の数だ
け,様 々な様相論理の体系を考えることができる.し たがって,最 も簡単
で基本的な体系は,古典論理に新 しい規則 として先ほど見た必然化規則を
加え,新 しい公理としてはK公 理だけを加えた体系であると考えられる.
この体系は,様相論理Kと 呼ばれる最 も基本的な様相論理の体系で,こ
の体系にどの公理を加えるかによって,様 々な様相論理の体系 を考えるこ
とがで きる.例 えば,様 相論理KにT公 理を加えたKTや,4公 理を加
えたK4な どが考えられる.ま た,4公理 とT公 理 を加えたKT4(普通,
S4と呼ばれる),5公理 とT公 理 を加えたKT5(普通,S5と呼 ばれる)
などもよく知 られた様相論理の体系であるが,先ほども少 し触れたように,
のちにこれらは本論文の議論において重要な役割を果たすことになる30.
ここまで,口 や◇の意味を明らかにするために口Aや ◇Aと いう論理
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式が論証の中でどのような働 きをするのかという側面(構文論的特徴付け)
から考察 をしてきた.し かしすでに触れた通 り,視点 を変えて,口Aと
◇Aが 一体 どのような状況や手段 といったものを表すのか,言い換えると,
口Aと ◇Aが 真 となる(あ るいは,偽 となる)の はどのような条件の も
とにおいてか,と いう側面(意 味論的特徴付け)を考えることも可能であ
る.そ こで次に,この点を考察 しよう.
3.1.2□演算子の真理条件
すでに簡単に見たが,古 典論理では各命題は真か偽のいずれか一方に定
まるものとみなされている.こ の点についてもう少し穿った見方をしてよ
いのであれば,命題 というものは,真偽のどちらにもな りうるようなもの
と考えることができるということである.つ まり,私たちが日常の中で行
う推論で扱っている命題というものは,古 典論理の命題のように真偽が確
定しているような強い命題ではなく,その時の状況や時間的要素に影響を
受けて真偽が変わってくるような命題であるということである。そこで,
古典論理では扱うことがで きない命題を扱 うことができるような,つまり,
状況や時間について扱 うことができるような演算子が必要になって くる.
それが,口 や◇である.し たがって,口Aは 「現状が どう変わ りえよう
ともA」を意味することになる31.そしてこれを形式化 して整理 したもの
が,3.1.1でも簡単に触れたクリプキによって与えられた様相論理のクリ
プキモデルである[6,7]32.
さて,様相論理の論理式の真偽の値 について考察を行うためには,古典
30本 論文 では様相論理 の ヒルベル ト系 についての よ り詳細 な考察 を行 うことは しないが,様
相論理 の各体系 のヒルベル ト流の形式体 系は次の ように与 える ことがで きる,例 えば 様
相論理Kの ヒルベル ト系HmKはHmK=HK+1(公理+必 然化規則,に よって与 え られる.
同様 に,KTはHmKT=HmK+T公理,K4はHmK4=HmK+4公理,と いった具合である.
31さ らに言 えば,あ る命題Aに,□ 演算子 を適用 した□Aの 直観 的な意味 は,「可能 なすべ
ての状 況 を考 えて,そ のすべ ての状況 でAが 成 り立つ な ら,Aが 成 り立 つの は"必 然"」
と考 える ことがで きる.同 様 に,◇Aは 「考 えられ る状況 の うち,一 つで もよいのでAが
成 り立つ なら,Aが 成 り立つの は"可 能"」とい うことを意味 してい ると考 えるこ とが で き
る とい うことであ る.
32ク リプキモデルが優れてい るのは,公 理の組み合 わせの数 だけ考 える ことがで きる様 々な
様相論理 のすべての体系 に,一 様 な仕方でそ の意味論 を与 えることがで きるとい う点であ
る.
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論理の真理表のようなものがなければならない.様相論理は古典論理を拡
張 して得られる論理なので,古典論理に含まれる結合子については特別気
をつける必要はないが,口 式や◇式の真理値を与えてくれるものが必要に
なる.そ れはクリプキモデルにおいて以下のように定義 される(iffは"if
andonlyif'の略)33.
ある状況(世 界)で 口Aが 真 iffその状況(世界)から見てあり得る
全ての状況(世 界)を 考えて,それ
らすべてでAが 真
つまり,現状か ら想定されるすべての状況を考えて,そ れらすべてでその
論理式Aが 成 り立っている(真 である)の ならば,現状でその論理式は
必然的に成 り立っている(真 である)と 考えてよい(つ まり,口A)と い
うことである.こ の定義において重要なことは,口 式がある世界で真にな
るか どうかを定めるには,今現在の状況だけではなく,周囲の状況(可 能
な世界)の 状態 も考慮 しなければならない ということである.そ のため,
クリプキモデルは可能世界意味論 とも呼ばれる.今 後 わか りやすさのた
めに,「状況」 と表現 した ものは 「世界」 と呼ぶことにす る.こ のとき,
各世界の間には,状態の進展や変化 という形で関係が付いてお り,もう少
し一般的な言い方をすれば,各世界は到達可能性関係によって定義されて
いると考えて良い.こ の到達可能性関係は,口 の真理条件を定義する際に
重要な働 きをする.つまり,到達可能性関係が変われば,その変化に応 じて,
口の性質も変わってくるということである.到 達可能性関係が口演算子を
特徴付けることについてはひとまず措 き,到達可能性関係の性質が変化す
るとはどういうことなのかということについて見てい くことにしよう.到
達可能性関係の例 としては,以 下のようなものがあげられる。この とき,
各世界は,変項x,y,z,…を用いて表す こととし,Wは 可能世界の集合と
する.こ こではxRyは 「xはyへ到達可能である」ということを表すこ
ととする.
33こ こでは,口 についてのみ見 る.
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表1到 達可能性関係
反 射性(re且exive)∀x∈W(xRx)
推移 性(transitive)∀x,防z∈W(xRyかつyRzな らxRz)
有 向性(directed)∀x,ヱz∈w((xRyかつxRz)なら ヨw∈w(yRwか つzRw))
連結 性(connected)∀x,呂z∈W((xRyかつxRz)なら(yRzかzRy))
ユ ー ク リ ッ ド性
(Euclidean)
∀x,Xz∈W((xRyかつxRz)ならyRz)
到達可能性関係はいろいろな性質を組み合わせることがで き,その組み
合わせによって,各 世界の間の関係は変わってくる.例 えば,最 も単純な
性質は反射性であるが,到 達可能性関係が反射性 しか満たさない場合は,
考えている範囲の世界たちの間には何のつなが りもない.し か し,そこに
推移性が加われば,任 意の先まで到達可能になり,そこにさらに,ユ ーク
リッド性が加われば,互 いに行 き来で きる世界は区別 しな くて良 くなる.
一般には,到達可能性関係が満たす性質が増えれば(到達可能性関係に課
される条件が強 くなれば),「到達可能」という関係のつ く世界は増えてい
くと考えて良い。このとき,到達可能性関係も一つ,あ るいは複数の性質
から別の性質を導き出すことができる.例 えば,反射性とユークリッド性
からは推移性 を導き出すことができる.このように,到達可能性関係の範
囲をどのように決めるかによって,各 世界の間の繋が りも変化 してくるの
である.つ まり,先ほども述べたように,到達可能性関係は口演算子の働
きを定めるための前提 なので,そ の変化に応 じ,口の性質 も変化 してくる
ということである.演算子の真理条件を考えるときに,到達可能性関係が
重要な役割を果たすということは,直観主義論理の 「ならば」の真理条件
を考えるときにも大事 になって くる考え方であるが,こ の点については後
でみる.
到達可能性関係の範囲が変化するのに応 じて,口 の意味が変化 してくる
というのは,K公 理を基本とし,加える公理の種類によって口の働 きが異
なって くることに似ている.で は,これ らの問に何か関連はあるのだろう
かt4公理 と推移性の関係については少 し触れたが,実 は,口の各公理 と
クリプキモデルの各到達可能性関係との間には以下のような綺麗な対応が
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つ くことが知 られてい る34.3公 理 と2公 理 はそれぞ れ,口(口A⊃B)〉
口(口B⊃A),◇ 口A⊃ 口◇Aと す る.
表2公 理と到達可能性関係の対応
公理 到達可能性関係
K なし
T 反射性
4 推移性
2 有向性
3 連結性
5 ユー クリッ ド性
上記のような綺麗な対応がつ くため,ク リプキモデルは公理の組み合わせ
によって様 々な体系 を考えることができる様相論理の意味論を一様な仕方
で与えることができるのである.つ まり,口や◇の働 きの違いは,各公理
が対応する到達可能性関係によって整理 し,説明することができるという
ことである.
3.2様 相同伴
さてここまで,純粋論理の階層性 を口の論理的強さの違いによって説明
するための準備 として,様相論理において重要な演算子,口 と◇ について
見てきた.本節では,ど のようにして様相論理 と純粋論理の階層性 という
ものが関係 してくるのかということについて見ていきたいと思う.
3.2.1様相論理の階層性
前節で見たように,口や◇の働 きは,公理や到達可能性関係の組み合わ
せを変えることで,様 々な種類のものが考えられる.そ のため,様相論理
の体系間には,2章で説明 したような強弱関係が存在 し,例えば以下のよ
うに並べることができる.こ の表は,様相論理の各体系が どの公理によっ
て特徴付けられるのか,そ のときどの到達可能性関係が対応するのかにつ
34こ れ は 対 応 理 論(correspondencetheory)として研 究 が 行 わ れ て い る(cf.[1]).
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いて まとめた ものであ る.
表3様 相論理の体系の強さ
公理 到達可能性関係 様相論理の体系
K,T,5 反射 性,ユ ー ク リッ ド性 S5
K,T,4,3 推移性,反 射1生 連結性 S4.3
K,T,4,2 推移性,反 射性,有 向性 S4.2
K,T,4 推移性,反 射i生 S4
K,4 推移性 K4
K なし K
一般に公理が増 えるとその体系内での定理が増えると考えて良いので,こ
こでは様相論理Kが 最 も弱 く,S5が最 も強い といえる.つ まり,ある種
の範囲の様相論理は,証明できる定理の数に従って,あ るいは,口 の働 き
に従って,綺 麗な階層構造 を形成 していると考えることができるというこ
とである35.では,こ のように綺麗 な階層構造をなしている口概念を用い
て,「ならば」の論理的強さの違いに依拠 して形成されていた純粋論理の
階層構造はどのように説明 ・整理 されるのだろうか.そ の点について以下
で見ていくことにしよう.
3.2.2ゲーデル ・マッキンゼイ ・タルスキの定理
様相論理の口概念は,純粋論理の階層性をどのようにして明らかにする
のだろうか.こ の問いに対するヒントは,すでにゲーデルによって提示さ
れている[5].この論文で,ゲ ーデルは,直 観主義論理の論理式が,様 相
論理S4の論理式に翻訳可能であることを示 した.そ して,そ の結果はの
ちにマッキンゼイとタルスキによってさらに研究が進められ[9],直観主
義論理の論理式をS4の論理式へ と翻訳する翻訳関数が以下のように整備
され,与 えられた36.
35た だ し,様 相論理 を全てそ の強弱関係 に従 って綺麗 に並べ るこ とが で きる わけではない.
例 えばT公 理 と4公 理 は一方か らもう一方 を導 くこ とがで きる とい う関係 には ないので,
KTとK4と の間に序列 をつける ことはで きない.
36S4翻訳の定義 にはい くつか種類が あるが,こ こで の定義 は[12]による.
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定義3.1(S4翻訳)
P口≡ 口P
⊥ ロ≡ ⊥
(A&B)ロ≡A□&B臼
(A>B)口≡A口VB口
(A→B)ロ ≡ □(A口 ⊃B□)
3.1節の冒頭でも簡単に触れたが,こ の翻訳において重要なのは,原子式
pとA→Bに ついてである.こ の翻訳に従えば直観主義論理の原子式p
はS4の口pへ と翻訳 される.つ まり,直観主義論理ではそれ以上分割で
きない最も基本的なものであると考えられていた原子式は,実 は,口演算
子を用いて表現される必要があるような,つ まり,純粋論理の範囲の演算
子では説明することができない,様相的性質を持ったものと考えることが
で きるということである.ま た,直観主義論理のA→Bは,S4の 口(Aロ
⊃B口)へと翻訳される.こ のとき,「ならば」も,原子式の場合と同様に,
古典論理の 「ならば」の力は借 りることになるが,実 はやはり,様相的性
質を隠し持っているようなものと考えることができるということである.
さて,こ の翻訳のもとで成 り立つ,直 観主義論理の論理式とS4の論理
式 との間の関係は,現在では,ゲ ーデル ・マッキンゼイ ・タルスキの定理
としてよく知 られている.
定理3.1(ゲー デル ・マ ッキンゼイ ・タルスキの定理)
直観主義論理で論理式Aが 証明可能であることと,様相論理S4でその
翻訳式Aロが証明可能であることが同値である.
この結果は,直観的には,直観主義論理が様相論理S4に埋め込み可能で
ある,つ まり,直観主義論理の命題が持つ性質はS4の口の性質によって
説明可能である(解釈可能である)ということを表している.このことから,
直観主義論理の命題というのは,実 は様相的性質を持つようなもので,そ
の様相的性質はS4の口によって特徴付けることができるような性質であ
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ると考えて良いということが明 らかになったとい うことである。では,他
の純粋論理の論理体系についてはどうだろうか.そ の点について,以下で
見ていこう.そ こでまず,純 粋論理の階層性を考える際に重要 となる 「な
らば」についてもう少 し考察 していくことから始めよう.
3.3純粋論理の階層性
直観主義論理の真偽の決め方は,真理関数的ではなく,ク リプキモデル
によって与えることが可能であることについては2章 で簡単に触れた.様
相論理のクリプキモデル同様 直観主義論理のクリプキモデルを与えたの
もクリプキ[8]であるが,ク リプキはS4翻訳を参考にして直観主義論理
のクリプキモデルを与えたと言われている(cf.[11]).直観主義論理のク
リプキモデルを考えるときに重要なのは,「ならば」についてである.ク
リプキモデルにおける 「ならば」の定義は以下.
ある世界でA→Bが 真 置 その世界から見てあ り得る全ての世界を考
えて,そ れらすべてでAが 真なら,Bも真
この定義か ら,直観主義論理の 「ならば」の真偽は,段 々に決まってい く
世界の状態を考慮 して決められているようなものであり,現在の世界から
考えられるすべての状況で,Aが 確立されているなら同時にBも 確立 さ
れていることこそが,ま さに今 ここでA→Bが 確立されているというこ
との意味であるということがわかる,こ れは,直観主義論理の 「ならば」
が前件Aと 後件Bと の結 びつ きを重視 しているということの表れでもあ
る。このように,直観主義論理においては 「ならば」式が,あ る世界で真
になるか どうかについて考える際には,周 囲の世界の状況を参照しなけれ
ばならない.こ の点は,口の場合 と同様であり,口がそうであったように,
到達可能性関係が満たす性質が変化すれば,「ならば」の性質 も変化する.
そのため,到達可能性関係によって特徴付けられる 「ならば」の種類の数
だけ,対応する純粋論理の論理体系が考えられるということである.その
ようにして与えることが可能であると考 えることができる純粋論理の論
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理体系 というのは,実は2章 で簡単に触れた中間論理の体系や,BPLやF
の各論理体系なのである.し たがってこのことから,直観主義論理の 「な
らば」がS4の口で解釈可能であったのと同様に,他の純粋論理の体系にも,
対応する様相論理が存在 し,その対応する様相論理の体系に,純粋論理の
各論理体系が埋め込み可能なのではないか と考えることは自然なように思
われる.実際に,以下のような対応がつ くことが知られている.このように,
純粋論理に対応する様相論理のことを様相同伴(modalcompanion)と呼
ぶ37.
表4純 粋論理の様相同伴
到達可能性関係 様相論理の体系 純粋論理の体系
反射1生 ユークリッド性 S5 古典論理
推移性,反 射性,連結性 S4.3 G6del-Dummettlogic
推移性,反 射性,有 向性 S4.2 Jankovlogic
推移性,反 射性 S4 直観主義論理
推移性 K4 BPL
なし K F
つ ま り,ゲ ーデ ル ・マ ッキンゼ イ ・タルス キの定理 にあ たるこ とが,純 粋
論理の各体系 と対応す る様相論理の体系 との間 に も成 り立つ とい うこ とで
あ る。例 えば,「古典論理 で論 理式Aが 証明可能 である ことと,様 相論理
S5でその翻訳式Aロが証明可能であ ることが同値であ る」 とい ったこ とが
成 り立つ とい うことであ る.こ の とき重 要なの は,直 観主義論 理 をS4に
翻訳 した ときに用い られた翻訳 とほとんど同 じものが用い られ てい る とい
うことであ る38.つま り,例 えば,BPLのA→Bは,1(4の □(Aロ⊃Bロ)
37様相 同伴 については,[2,20]などで扱われている.た だ し,一 般に様相同伴 とい う用語 を
用いる ときには,古 典論 理か ら直観主義論 理 までの間の対応 関係 を指す ことが多 い.し か
し,本 論文で は,一 般 的な対応の範囲 を超 えて,よ り下の対応 関係 を表す ため に,様 相同
伴 とい う用語 を用いる こととす る.直 観主義論理 よ り弱い論理の様相 同伴 については[14]
に詳 しい.G6del・DummettlogicとJankovlogicについては,注22を 参照 のこと.
38た だ し,直観 主義論理 より弱い論理については,純 粋論理の原子式pは 様相論理のp〈口p
へ と翻訳 する翻訳関数が用い られ ることが基本的 には多い.こ の翻訳 は,[13]で与え られ
た ものであるが,pをp〈 口pへ と翻訳す る翻訳関数 を用 いる議論 については[14]を参照
のこと.
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に翻訳 され,FのA→Bは,Kの 口(Aロ⊃B□)に翻訳されるということ
である.
様相同伴関係が成 り立つ ということから,直観主義論理の命題がS4の
口によって解釈可能であったの と同様に,他の純粋論理の命題 もそれぞれ
対応する様相論理の口によって解釈可能であるということが明らかになっ
た と言える.こ れはどういうことだろうか.2章で述べたように,純粋論
理の体系の違いは,簡単に言って,そ の論理で扱っている 「ならば」の性
質の違いと考えて差 し支えない.そ こで,様相同伴の議論を純粋論理の「な
らば」式 と様相論理でのその翻訳式とに絞って検討 してみよう.
先ほど見たように,直観主義論理の 「ならば」は古典論理の 「ならば」
とS4の口を用いて解釈できるようなものであった.そ してまた,純粋論
理の各論理体系にもそれぞれ,対 応する様相論理が存在するということか
ら,他の純粋論理の 「ならば」も,古典論理の 「ならば」と各々が対応す
る様相論理の口を用いて解釈することができるということがわかる。つま
り,純粋論理の各論理体系は 「ならば」によって特徴付けられると考えて
よいのだが,そ の各論理体系ごとに固有の性質を持つとされていた 「なら
ば」はすべて,古典論理の 「ならば」 と(その論理がどの様相論理に対応
しているかによって,そ の性質は異なるが)口演算子を用いて,特徴付け
ることができるということである.も う少し言えば,様 相同伴関係を考え
ることが可能であるということから,「ならば」の論理的強さの違いによっ
て一旦は整理されていた純粋論理の体系の間の違いは,実 は,古典論理の
「ならば」の上での,口 の論理的強さの違い として説明することが可能で
あるということが明らかになったということである.
4ま とめ
本論文では,哲学や論理学などの中で扱われる命題概念に着 目し,実は
そこには多様性や階層性 というものが潜んでいるということについて,特
に現代論理学的アプローチの側面からその議論 を行ってきた.も ちろん本
論文において,「命題 とは一体どの ようなものであるのか」という問いに
ついての完全に明確な答えを提示することができたわけではない.しか し,
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「命題」と一括 りに呼ばれているものの中にも,実は,様 相的性質の違い
とでも呼べ るような多様性が潜んでいるということについては明らかにで
きたのではないかと思われる.と はいえ,すべての 「命題」が実際に様相
的性質のようなものを持っているかどうかは明 らかではない.ま た,2章
の冒頭で触れた線形論理などが扱 う命題は,情報のリソース(消 費され消
えて しまう資源)と しての性質を持つようなものと考えることがで きる.
そのため,命 題が隠し持っているような,まだ明らかにされていないまた
別の性質が存在するかもしれない.一 言で命題と言っても,実 はそこには
微妙な性質の違いがあ り,本論文で扱いきれなかったそれらの点について,
今後更なる考察を行 ってい くことは哲学的にも非常に重要で,大 変興味深
いことであるように思われる.
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